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一种适用于肌肉高应变率下主被动特性数值计算模型

姜　 力，　 柏杰锋，　 刘　 萍，　 王卫青，　 乔念东
（中国兵器工业导航与控制技术研究所， 北京 １０００８９）

摘要：目的　 在显式动力学计算理论基础上，提出一种适用于肌肉高应变率下主被动特性数值计算模型。 方法　
在计算肌肉单元高应变率下运动方程的过程中，于每一时间步计算节点力公式中引入高应变率下的 Ｈｉｌｌ 肌肉三元

素计算模型，对每一时间步的节点力进行修正。 结果　 由于在数值计算过程中引入 Ｈｉｌｌ 肌肉三元素模型，使得肌

肉单元具有一般结构本构模型的被动特性和其专有的主动特性。 结论　 研究结果有助于对肌肉高应变率下的动

力学响应和损伤问题进行数值计算。
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　 　 肌肉是构成动物体的主要组织，其主要功能是

当受到来自神经系统的刺激时产生收缩，进而出现

动物应答体内外刺激的各种运动。 肌肉功能和力

学特性是人体运动的基础。 有限元方法被广泛应

用于肌肉被动安全与损伤生物力学领域，基于连续

介质的肌肉本构模型研究中，大多提出以复合材料

形式将肌肉的整体响应分解为线性叠加的主动与

被动本构模型。 常见的模拟肌肉主动力的方法是

采用单轴的 Ｈｉｌｌ 肌肉本构模型。 该方法最早将肌

肉简化为起点与止点之间的一维直线段，并不考虑

几何以及肌肉间交互作用的影响。 被动本构模型

往往以应变能密度函数的形式，分别定义体积应变
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响应、等容超弹性响应和等容黏弹性响应，并叠加

得到被动响应［１⁃４］。 国内关于肌肉的有限元研究较

少，在多数生物力学有限元模型中，肌肉作用直接

以离散载荷施加于模型中。 在动态研究中，肌肉同

样被化简为一维单元，且往往仅保留被动响应。 部

分模型采用实体单元模拟肌肉，但仍未添加主动响

应［５⁃６］。 因此，提出一种表征肌肉高应变率条件下

的主被动特性数值计算模型，以实现高应变率下的

动力学响应和损伤分析，具有重要意义。
本文首先讲述显式动力学有限元理论模型和

高应变率下的 Ｈｉｌｌ 三元素模型，然后在上述理论基

础上推导出一种表征高应变率肌肉主被动特性的

有限元计算模型，从而得出相关的结论。

１　 材料与方法

１ １　 显式动力学有限元理论模型

１ １ １　 显示动力学动量方程弱形式　 显式动力学

的主要控制方程为：
运动方程　 　 σｉｊ，ｊ ＋ ｆｉ ＝ ρｕ‥ｉ （１）

边界条件　 　 σｉｊｎｊ ＝ Ｔ
－
ｉ （２）

式中： σｉｊ、ｕｉ 为应力张量和位移张量；ρ为密度；ｆｉ、Ｔ
－
ｉ

为域 Ｖ 中的体力和边界上给定的面力，ｉ，ｊ＝ １、２、３。
利用加权余量法、分布积分，得到满足式（１）、

（２）带有边界条件偏微分方程的弱形式：

∫
Ｖ

∂（δｖｉ）
∂ｘｊ

σ ｊｉｄＶ － ∫
Ｖ
δｖｉρｆｉｄＶ － ∫

Ａｔ
δｖｉＴ

－
ｉｄＡ ＋

∫
Ｖ
δｖｉρｕ‥ｉｄＶ ＝ ０ （３）

式中： δｖｉ 为权函数虚速度。 式（３）就是动量方程的

弱形式，称为虚功率方程。
１ １ ２　 动量方程弱形式的有限元离散　 用 Ｎ 个有

限单元离散物体，则质点 Ｘ 在任一时刻的空间坐标

ｘｉ（Ｘ，ｔ）可以近似表示为：
ｘｉ（Ｘ，ｔ） ＝ ＮＩ（Ｘ）ｘｉＩ（ ｔ） （４）

式中：节点 Ｉ 的坐标记为 ｘｉＩ；ＮＩ 为节点 Ｉ 形函数。 则

空间内任一质点 Ｘ 的位移可以用单元节点位移近

似表示为：
ｕｉ（Ｘ，ｔ） ＝ ＮＩ（Ｘ）ｕｉＩ（ ｔ） （５）

　 　 将式（５）对时间求导，得到单元内任一点 Ｘ 的

速度和加速度分别为：
ｕ·ｉ（Ｘ，ｔ） ＝ ＮＩ（Ｘ）ｕ

·
ｉＩ（ ｔ） （６）

ｕ‥ｉ（Ｘ，ｔ） ＝ ＮＩ（Ｘ）ｕ‥ｉＩ（ ｔ） （７）
　 　 虚速度 δｖｉ（Ｘ） 也可以近似表示为：

δｖｉ（Ｘ） ＝ ＮＩ（Ｘ）δｖｉＩ （８）
　 　 将式（６） ～ （８）代入式（３），得到有限元离散形

式的近似虚功率方程［７］：

∫
Ｖ

∂（ＮＩ）
∂ｘ ｊ

σ ｊｉｄＶ － ∫
Ｖ
ＮＩρｆｉｄＶ － ∫

Ａｔ
ＮＩＴ

－
ｉｄＡ ＋

∫
Ｖ
ＮＩρＮＪｕ‥ｉＪｄＶ ＝ ０ （９）

式中：Ｉ、Ｊ 为单元节点个数。
对于方程（９）中：
节点内力

ｆｉｎｔｉＩ ＝ ∫
Ｖ

∂（ＮＩ）
∂ｘ ｊ

σ ｊｉｄＶ （１０）

　 　 节点外力

ｆ ｅｘｔｉＩ ＝ ∫
Ｖ
ＮＩρｆｉｄＶ － ∫

Ａｔ
ＮＩＴ

－
ｉｄＡ （１１）

　 　 节点惯性力

ｆ ｋｉｎｉＩ ＝ ∫
Ｖ
ＮＩρＮＪｕ‥ｉＪｄＶ （１２）

１ １ ３　 显式求解过程　 采用中心差分法，三维 ８ 节

点实体单元，显式求解上述方程过程如表 １ 所示。

表 １　 显式求解过程

Ｔａｂ．１　 Ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ

序号 求解过程

１ 利用初始载荷计算各节点加速度，确定初始时间步长 Δｔ１
２ 通过节点加速度和 Δｔ１ 计算下一时刻各节点位移、速度

３ 通过各节点位移、速度计算出雅克比行列式、应变率矩阵

和应变矩阵

４ 采用被动本构模型，通过应变矩阵计算出应力矩阵

５ 利用式（１０）计算出节点内力

６ 利用式（９）计算下一时刻各节点加速度，确定时间步长 Δｔ２
７ 循环 ２～６ 进行求解

１ ２　 高应变率下的 Ｈｉｌｌ 三元素模型

１ ２ １　 Ｈｉｌｌ 模型　 肌肉的基本机能是把化学能转

化为机械能。 表征肌肉活动的基本生物力学指标

有两个：① 肌张力，即肌肉端部测量出来的力；
② 收缩速度，即肌肉长度变化的速度。 这是两个与

肌肉实际活动密切相关且可测的宏观量。 Ｈｉｌｌ 以青

蛙的缝匠肌为试样，进行快速释放实验，利用能量

原理及经验假设，给出肌肉收缩力与收缩速度之间

的关系式：
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（Ｆ ＋ ａ）（ｖ ＋ ｂ） ＝ （Ｆ０ ＋ ａ）ｂ （１３）
式中：Ｆ 为肌肉收缩力；Ｆ０ 为最大等长收缩力；ｖ 为

收缩速度；ａ、ｂ 为力学常数。 Ｈｉｌｌ 方程是由快速释

放痉挛态青蛙缝匠肌的实验推导而来，它仅仅揭示

了肌肉性质的一个方面。 Ｈｉｌｌ 方程不能描述痉挛肌

肉慢慢释放时的应力⁃速度关系，也不能描述不受刺

激的肌肉力学特性［８］。
１ ２ ２　 Ｈｉｌｌ 三元素肌肉模型　 基于 Ｈｉｌｌ 模型的缺

陷，Ｈｉｌｌ 提出了肌肉的三元素模型（见图 １）。 Ｈｉｌｌ
的三元素模型表明，活的肌肉由 ３ 种元素组成。 其

中，非线性的收缩元素（ｃｏｎｔｒａｃｔｉｌｅ ｅｌｅｍｅｎｔ，ＣＥ）和线

性的弹性元素（ ｓｅｒｉｅｓ ｅｌａｓｔｉｃ ｅｌｅｍｅｎｔ，ＳＥＥ）串联排

列，再外加一个并联元素（ｐａｓｓｉｖｅ ｅｌｅｍｅｎｔ，ＰＥ）。 模

型中，各种元素的意义和肌肉的超微结构密切相

关。 ＣＥ 代表滑动的肌动蛋白和肌球蛋白分子串

联，ＳＥＥ 代表肌节和结缔组织的固有弹性，ＰＥ 也来

源于结缔组织的固有弹性。 其中，ＳＥＥ 在考虑串联

肌腱适应性时常常被忽略。

图 １　 Ｈｉｌｌ 的肌肉三元素模型

Ｆｉｇ．１　 Ｈｉｌｌ’ｓ ｔｈｒｅｅ⁃ｆａｃｔｏｒ ｍｕｓｃｌｅ ｍｏｄｅｌ

因此，肌肉一维线性单元合力 ＦＭ 为 ＣＥ 受力

ＦＣＥ和 ＰＥ 受力 ＦＰＥ之和，即：
ＦＭ ＝ ＦＣＥ ＋ ＦＰＥ （１４）

　 　 图 １ 中，ＬＭ、ｖＭ 为肌肉单元的长度和速度，令：
Ｌ ＝ ＬＭ ／ Ｌ０ （１５）

ｖ ＝
－ ｖＭ

ｖｍａｘＳｖ［ａ（ ｔ）］
（１６）

式中：Ｌ０ 为肌肉单元的初始长度；ｖｍａｘ为 ＣＥ 的最大

卸载收缩速度：Ｓｖ 为 ＣＥ 最大收缩速度的比例系数，
其中 Ｓｖ［ａ（ ｔ）］是和肌肉单元的刺激水平 ａ（ ｔ）相关

的函数。 对于 ＦＰＥ，设其弹性模量为 Ｅ，可得：
ＦＰＥ ＝ ０，　 Ｌ≤１ （１７）

ＦＰＥ ＝Ｅ（ＬＭ－Ｌ０），　 Ｌ＞１ （１８）

对于 ＦＣＥ，由文献［９］可得：
ＦＣＥ ＝ ａ（ ｔ）Ｆｍａｘ ｆＴＬ（Ｌ） ｆＴＶ（ｖ） （１９）

式中：ａ（ ｔ）为随时间变化的肌肉刺激水平；Ｆｍａｘ为最

大等长收缩力。 ｆＴＬ（Ｌ）和 ｆＴＶ（ ｖ）则为两条和 Ｌ、ｖ 相

关的曲线，即 Ｈｉｌｌ 的试验曲线［９］。
１ ２ ３　 高应变率下的 Ｈｉｌｌ 三元素模型　 不考虑刺

激水平的影响，令 ａ（ ｔ）＝ １，Ｓｖ［ａ（ ｔ）］ ＝ １。 由于在高

应变率条件下，式（１６）中 ｜ ｖ ｜ ≥ １， 通过 Ｈｉｌｌ 的 ｆＴＶ
（ｖ）试验曲线，则式（１９）可以简化为：

ＦＣＥ ＝ １ ４Ｆｍａｘ ｆＴＬ（Ｌ），　 Ｌ ≤ ２ （２０）
ＦＣＥ ＝ ０，　 Ｌ ＞ ２ （２１）

　 　 由式（１４）、（１７）、（１８）、（２０）、（２１）可推导出高

应变率下肌肉一维线性单元合力计算公式：
ＦＭ ＝ １ ４Ｆｍａｘ ｆＴＬ（Ｌ），　 Ｌ ≤ １ （２２）

ＦＭ ＝ １ ４Ｆｍａｘ ｆＴＬ（Ｌ） ＋ Ｅ（ＬＭ － Ｌ０），
１ ＜ Ｌ ≤ ２ （２３）

ＦＭ ＝ Ｅ（ＬＭ － Ｌ０），　 Ｌ ＞ ２ （２４）

２　 结果

２ １　 肌肉高应变率下的主被动特性计算模型

利用式（９）可以计算出肌肉高应变率条件下的

被动特性；利用式（２２） ～ （２４）可以计算出肌肉高应

变率条件下的主动特性。 因此，在计算式（９）时，在
每一时间步上，引入了包含式（２２） ～ （２４）的节点力

修正量。 修正后的公式如下：

∫
ｖ

∂（ＮＩ）
∂ｘ ｊ

σ ｊｉｄｖ － ∫
ｖ
ＮＩρｆｉｄｖ － ∫

Ａｔ
ＮＩＴ

－
ｉｄＡ ＋

∫
ｖ
ＮＩρＮＪｕ‥ｉＪｄＶ ＋ Ｆ ｉＩ ＝ ０ （２５）

式中：Ｆ ｉＩ为通过式（２２） ～ （２４）计算的每一时间步长

的节点力修正量。
为计算出 Ｆ ｉＩ，需要用到计算过程中的约束面。

在计算肌肉在惯性力作用下的典型动力学问题时，
将右表面约束，施加 Ｆ（ ｔ）惯性力曲线（见图 ２）。 初

始时刻，计算各个节点到约束面的距离作为 Ｌ０（如
图 ２ 中实线所示），之后计算不同时刻各个节点到

约束面的距离作为 ＬＭ（如图 ２ 中虚线所示），通过式

（２２） ～ （２４）可以计算出节点力修正量 Ｆ ｉＩ。
２ ２　 肌肉主被动特性显式求解过程

采用中心差分法，三维 ８ 节点实体单元，显式

求解上述方程过程如表 ２ 所示。
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图 ２　 典型动力学问题

Ｆｉｇ．２　 Ｔｙｐｉｃａｌ ｋｉｎｅｔｉｃ ｐｒｏｂｌｅｍ

表 ２　 主被动特性求解过程

Ｔａｂ．２　 Ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｐｒｏｃｅｓｓ ｏｆ ａｃｔｉｖｅ ａｎｄ ｐａｓｓｉｖｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

序号 求解过程

１ 利用初始载荷计算各节点加速度，计算各个节点到约束面的

距离，确定初始时间步长 Δｔ１
２ 通过节点加速度和 Δｔ１ 计算下一时刻各节点位移、速度、坐标

３ 通过各节点位移、速度、坐标计算出雅克比行列式、应变率矩

阵、应变矩阵和各个节点到约束面的距离

４ 采用被动本构模型，通过应变矩阵计算出应力矩阵

５ 利用式（１０）计算出节点内力

６ 利用式（２２）、（２３）计算出节点力修正量

７ 利用式（２４）计算下一时刻各节点加速度，确定时间步长 Δｔ２

８ 循环 ２～７ 进行求解

２ ３　 肌肉主被动特性模型计算应用

采用图 ３ 所示的典型六面体实体肌肉单元（边
长 １０ ｍｍ 的正方体），对单元施加 ｚ 向加速度曲线

（见图 ４）。 被动特性材料模型选用准线性黏弹性

（ｑｕａｓｉｌｉｎｅａｒ ｖｉｓｃｏｅｌａｓｔｉｃ，ＱＬＶ）本构模型。 ＱＬＶ 模型

和 Ｈｉｌｌ 模型材料参数见表 ３。

图 ３　 六面体实体肌肉单元

Ｆｉｇ．３　 Ｈｅｘａｈｅｄｒａｌ ｓｏｌｉｄ ｍｕｓｃｌｅ ｅｌｅｍｅｎｔ

表 ３　 材料模型参数［１０］

Ｔａｂ．３　 Ｍａｔｅｒｉａｌ ｍｏｄｅｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ［１０］

模型参数 参数取值 参数说明

ρ ／ （ｋｇ·ｍ－３） １ ０６ ＱＬＶ 模型密度

ν ０ ４９５ ＱＬＶ 模型泊松比

Ｃｉ ０ ９９１，０，３４ ６５
ＱＬＶ 模型瞬时弹性响应

参数

Ｇｉ ／ ＭＰａ ０ ６９７，１ ０８６，０ １０２，０ １ ＱＬＶ 模型黏性剪切模量

βｉ ／ ｓ－１ ５８９ １，３１２ ４，１，４ ５×１０－３ ＱＬＶ 模型黏性松弛时间

Ｆｍａｘ ／ Ｎ ２２ ５ Ｈｉｌｌ 模型最大等长收缩力

Ｃｓｈｏｒｔ ０ ３
Ｈｉｌｌ 模型速度曲线收缩段

形状因子

　 　 对只考虑被动特性和考虑主被动特性的计算结

果进行比较计算。 被动特性模型计算的最大应力为

０ ７３ ＭＰａ，主被动特性模型计算的最大应力为 ０ ３４
ＭＰａ（见图 ５）。 被动特性模型计算的节点 １ 最大位

移为 ０ ２５ ｍｍ，主被动特性模型计算的节点 １ 最大位

移为 ０ １１９ ｍｍ（见图 ６）。 由于考虑了肌肉的被动特

性，其应力和位移分别减小了 ５３ ４％和 ５２ ４％ 。

图 ４　 加速度曲线

Ｆｉｇ．４　 Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ
图 ５　 单元应力曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｅｌｅｍｅｎｔ ｓｔｒｅｓｓ ｃｕｒｖｅ

图 ６　 节点 １ 位移曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｎｏｄｅ １

０４４
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３　 讨论与结论

本文在显示动力学理论模型和高应变率下

Ｈｉｌｌ 三元素计算模型的基础上，通过约束面，实现

了 Ｈｉｌｌ 三元素计算模型对各个时间步节点力的修

正，使得计算模型具有肌肉的主被动特性。 通过

对典型六面体肌肉单元高应变率条件下的计算分

析发现，由于考虑了肌肉的主动特性，其在相同载

荷下的应力和位移都有所减小，且减小的比例较

大。 目前，相关肌肉模型都是针对低应变率条件，
针对枪伤、破片损伤等高应变率条件下的动力学

响应和损伤分析还需相应的高应变率材料模型进

行支撑。 因此，本文的计算模型对于研究高应变

率下的肌肉动力学响应和损伤分析具有一定指导

作用。
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